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1. はじめに 

液体と弾性容器の連成問題は、液体の質量効果を

弾性容器に付加する定式化が  年代まで用いら

れていた。その後、ポテンシャル流体と弾性容器の

微小変形場における連成問題の汎関数が開発され、

これに基づく線形理論が定式化され、工学的に有用

な知見が得られている。はポテンシャル流

体の圧力式を流体場で積分する関数がこの流体の運

動を支配する厳密な関数となることを示し

た。これを利用して、剛なタンクに入った液体の非

線形振動応答が解析され、実験値との整合性が報告

されている。有限要素法、境界要素法を利用して、

流体と弾性容器の連成問題に生ずる条件の処理と解

析が報告 されている。有限要素法は移動する境界
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における流体の処理に困難があり、境界要素法は数

値解析における解の安定性確保に工夫が必要となる。

著者は容器の弾性変位に伴う流体場の変形を考慮

すると、ポテンシャル流体と弾性容器の大変形動的

連成問題における厳密な汎関数 が得られること

を示した。誘導された汎関数を解析すれば、円筒タ

ンクの実験から得られる非線形振動応答が理論的に

解析できると確信し、この汎関数に基づいて、系を

離散化し、解析 することを試みた。ポテンシャル

流体の圧力積分は  の方法で表示され、弾性容

器は通常 の方法で表示されるので、流体と

弾性容器の相互作用面が変形･移動することを的確

に処理することが困難であった。

年代に入って、移動する参照座標を導入する

（）要素 等が開発

 

 

二次元の自由表面を持つポテンシャル流体と 

弾性容器との連成問題の数値解析 


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され、流体の運動を流体粒子の運動とは独立した座

標系を用いて計測することが可能となった。

流体を非粘性、渦なしのポテンシャル流体に限定

すれば、自由表面を持つ流体と弾性体の相互作用問

題を支配する汎関数が存在するので、離散化された

場の方程式を誘導することができる。まず、この汎

関数の第一変分を誘導し、適切な基礎式、および境

界条件を与えることを示す。次に、流体の移動節点

を導入し、ポテンシャル流体と弾性容器の大変形動

的連成問題における厳密な汎関数を離散化する直接

法の定式化を示す。

水の入った円筒タンクへ周期的な地動を作用させ

ると、ある外力振動数領域において、分数調波振動

等が分岐し、大きな振動に成長する非線形振動応答

が生起する。著者は円筒タンクに生起する強烈な分

数調波振動応答を実験的に研究 して来た。

本論文は、二次元の流体と弾性容器の連成問題に

おける容器の応答に発生する分数調波振動に焦点を

合わせた数値解析を行い、外力振動数と分岐する分

数調波振動応答、および振動モードの関係を分析し、

提案する解析手法の有用性を実証する。



2.ポテンシャル流体と弾性容器の大変形連成

場における汎関数と離散化手法 



2.1 ポテンシャル流体と弾性容器の連成場の汎関数

自由表面を有するポテンシャル流体を内蔵する弾

性容器が、速度 v で運動する基盤の上に在る系を考

える。基盤の上に立つ観察者が観測する流体へ速度

ポテンシャルϕ 、および流体の運動を測定する移動

座標の速度 vを導入すると、著者が示したポテンシ

ャル流体と弾性容器の大変形連成場における汎関数

 mI ϕ , uη,η,η,η, は次式のように表される。


   



       

    

L

t

m L f Lt A

E E

I   y y dA

A ds

ρ ϕ ∇ϕ ∇ϕ

ρ Π

= + − + + −

        − + −                        (1)

∫ ∫∫

∫
u

v v r

u u / 2 v u
ℓ

ɺ ɺ

ɺ ɺ

ηηηη


ここに、  基盤の加速度 η 自由表面の波高ベク

トル u 弾性容器の変位ベクトル r 変形後の位置

ベクトル  Π 弾性容器のポテンシャルエネル

ギ LA 流体領域 Lρ 流体質量密度 EA 容器断面積    

自由表面の y 座標値 Eρ 容器質量密度重力

加速度を意味する。

式の第一変分 は次式のように表される。



 

   





  

      

    

     

m
f L

f

i

i

t

L y L L Lt S A

L f LS

L L L LS S

L fS

I  ds dA

  y y ds

ds ds

  y y

δ δϕρ ∇ϕ η δϕρ ∇ ϕ

δηρ ϕ ∇ϕ ∇ϕ

ρ δϕ ∇ϕ ρ δϕ ∇ϕ

ρ δ ϕ ∇ϕ ∇ϕ

= − − −

         + + − + + −

        + − − + −

        + − − + + −

∫ ∫ ∫∫
∫
∫ ∫
∫

u
v i n

v v r n

v u n v n

u v v r

ɺ

ɺ ɺ

ɺ

ɺ ɺ

ηηηη









    

L

E E

ds

A dsδ ρ Π        + + − ∂ ∂                         (2)∫

n

u u v u
ℓ

ɺɺ ɺ



ここに、記号 nL各境界における流体外向きの法線

方向ベクトル、Sf流体自由表面、Si流体と容器の相

互作用面、S0固定境界面を示す。

式の第 変分から得られる流体領域、および各

境界における境界条件式を整理する。

流体内部 ALの条件： 2∇ ϕ =           

流体自由表面 Sf：
   

fy L y y η∇ϕ η = +− − =v i nɺ           

       
fy L y y  ηϕ ∇ϕ ∇ϕ η = +− − + + =v v r i nɺ ɺ    

流体固定境界 S0：   L∇ϕ − =v n  

流体と容器の相互作用面 Si：
  L∇ϕ − − =v u nɺ                    





       

    
L f L

E E

  y y
A

ρ ϕ ∇ϕ ∇ϕ

ρ Π

− − + + −

               + + + ∂ ∂ =
uv v r n

u v u 0

ɺ ɺ
ɺɺ ɺ


  

式は流体の基礎式である。流体の速度は移動速

度を持つ座標系で観測されているので、固定された

座標で観測される速度は ∇ϕ − vと表される。

式は自由表面において、流体速度と波高速度の

流体法線方向成分が一致すること、式は流体表面

の法線方向おいて、流体圧力成分がゼロであること

を表す。式は固定境界の法線方向の速度がゼロで

あることを表す。式はこの境界の法線方向におい

て、流体速度と容器の速度が一致することを表す。

式は容器の法線方向に流体圧力が作用して、弾性

容器とつりあう力学的条件を表す。汎関数は物理的

に適切なこれら基礎式、および境界条件を与える。

ここでは、二次元の容器に納められたポテンシャル

流体が正弦波の水平地動を受ける連成系モデルの定

式化と解析手法を示す。この系の容器は初期自由表

面と底部が平行であり、流体の左右側面は直線の容

器を持つ。この系へ 要素を採用した直接法を適

用して、式を離散化する。fy

vɺ
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2.2 移動境界              

 自由表面 に波を発生する流体は、波高に応じて

弾性容器との境界相互作用面上を移動する。流体

運動を流体要素座標の移動と連動して速度を定義す

ると、流体速度に座標の移動速度が紛れ込む。流体

速度を  表示の速度に変換するために、流体運

動とは独立に定められる流体節点の移動速度を参照

座標 とした表現が式である。

流体の変形（流体座標の移動）と、変位する容器

とが常に密着するという条件を満足する変位、波高、

および流体場を作成して、式の汎関数を離散化し、

第一変分を算定すれば、流体と弾性容器の動的連成

問題の離散化された場の方程式が誘導される。

移動境界を持つ二次元のモデルとして、底部と流

体領域の初期形状に巨視的に合わせた斜交格子状の

領域（に破線で示す）に分割する。この流体節

点は流体の運動と連動する点ではなく流体運動を測

定する参照座標を形成する。この格子の交点を以後

「流体節点」と記述する。

流体場の両側面は相互作用面であり、弾性容器は

弾性直線材からなるモデルを採用する。相互作用面

i は つ存在するので、iα と区別する。右側の相互

作用面を添え字 α = と表し、左側を相互作用面を

α = とする。簡単のために、相互作用面 i の変形

後の形態を  に図示した。この図の検討を演繹

して、両者を考慮した定式化を得ることができる。

x は水平方向、 y は逆鉛直方向であり、自由表面

の y 座標を fy と表現している。流体節点の移動は斜

交格子の  方向のベクトル（  点の方向ベクトル

 i j を に示す）を利用して定める。

流体節点は 種類に分類される。           

流体自由表面、および相互作用面上に在る節



















点  fα を（以後「移動境界の節点」）と記述する。

 流体自由表面上の節点を点  f  と表す。

 相互作用面上iα の節点を点  iαν と表す。

 初期座標から変形しない流体固定境界面上  の

節点がある。底部節点がこれに対応する。

 流体の内部にあり、境界と全く接しない内部節

点 ν がある。

流体領域に、自由表面の波高、および両側の相互

作用面における弾性容器の変位を独立変数とする変

位が生起する。まず、これら境界上の流体節点の位

置を定め、これらに整合するように、内部節点の座

標移動を適宜に定め、遷移座標を構成する。各節点

の位置を次のように定義する。



相互作用面の流体節点の移動

弾性直線材の位置座標は直線材断面の図心におけ

る座標（容器の底部からの距離） sα を用いて定義す

る。 移動境界上の節点   は弾性体の座標系で測

定すると、初期座標 fsα を有し、変形後に弾性体の

座標 fsα αη+ へ移動すると定義する。すなわち、この

点の「波高」 αη は弾性体の図心位置の接線ベクトル

方向 sαi への移動量として定義される。弾性体の座標

fsα αη+ の変位ベクトル  fsα α αη+u を考慮すると、こ

の  移動境界上の点の変形前後の移動は次式のよう

に定義される。
       f f f fs s sα α α α α α α η η= + +r r r u  

移動境界上の節点  の変形後の位置は、この

点の移動位置となる。

式は 移動境界上の節点が変形後も直線材上に

存在することを担保する。直線材の図心と相互作用

面との間に、材厚の 程度の距離がある。この距











 f

 fα

 fα



yi

η

xi
si
s

i
νj

η
u

 f


 i ν

η



yi xi
si s

i
νj

η
u

xi si

s

iνj
 f   f

 fs

 i νν


yi

 f

i
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離を考慮することは可能である。ここでは、この距

離は一般に小さいと仮定して無視する。波高 αη 

  α = をベクトル表示した記号  を利用する。

これは全波高ベクトル の部分集合である。

同様に、相互作用面上にある他の節点  iαν（初期 y
座標、および sα 座標をそれぞれ yν 、および sαν とす

る）の変形後の位置は、この点のタンク底からの高

さと自由表面の高さの内分比を利用して、次式のよ

うに定義する。

    
f fsy / y y / ys

ν ναν α α α αν α η η= +r i u
 


この手続きを用いると、変形後の流体節点と弾性体

が、流体節点位置で密着する運動学的（適合）条件

を満たすことが出来る。すなわち、流体節点が相互

作用面上の異なる弾性体要素上に移動することも処

理できる。式は変形後の流体節点位置における

弾性体の変位表現を用いている。流体節点の位置と

弾性体の節点位置は同一位置ではないが、弾性体の

節点ベクトルを用いて変位が定められるならば、弾

性体の節点位置は問題にならない。



自由表面の節点の移動

 移動境界上の節点を除く他の自由表面の流体節

点  f  （初期 x 座標を x とする）は波高
 η j 方向に

移動すると仮定する。水平方向の移動は、
移動境界上の節点  f の水平方向の移動を左側の相

互作用境界の初期座標との間で内分して、次式のよ

うに定義する。

  

  

  

  

  

  
f f

f

x X

x X

s
s

 

 

   

 

 η η

η −

= + + ⋅

                  + + ⋅

r j u i
u i i

   

ここに、 X  は自由表面の幅であり、最後の項は相

互作用面 α = に対応する項である。



内部節点の移動
 内部節点 ν （初期座標      ）の移動は

次式のように定義される。斜交格子の水平方向 i 
の移動は、同じ水位（レベル）を持つ両端の相互作

用面上にある  節点の水平変位を x 座標に応じて内

分した量、および対応する斜交格子の上下方向 jνννν の

移動は、自由表面の波高 η を容器底との間で内分し

た量を用いたベクトル和だけ移動する（）。

  

  







 

  

  

   
   

f

f

f

y y

y y x X

y y x X

s
s



  

  

ν  ν

ν 

ν  

 η

η

η+ −

=

     + + ⋅  

       + ⋅

r j
u i
u i i

 

ここに、最後の項は追加された項であり、相互作用

面 α = に対応する。



2.3 離散化手法

有限要素法を利用して、流体内部の任意位置を

定義する。流体の速度ポテンシャルに 節点 辺形

要素を利用する。各流体節点 i の形状関数は  ξ ξ 座

標系を用いて、次式のように表される。

     

 

       

     
i i iN

i

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

= + +  

    =  − ≤ ≤⋯
 

 節点の初期 x，および y 座標ベクトルをそれぞれ

ex ，および ey と表現すると、次式が成立する。

                 e ex yx y ξ ξ ξ ξ=   ==   N x N yr  

弾性容器は  表示された直線要素を利用

し、全ひずみエネルギを定義する。変位ベクトル

 sαu は次式のように表される。

  u vu=                            
ここに、 u 軸方向変位、 v 法線方向変位。

この要素の変位関数はそれぞれ 次、および  次

の代数関数を用いる。直線材の軸ひずみ sε 、曲率変

化 sκ は次式を利用する。軸歪の非線形項を採用する。


   s s s s ssu v vε    κ= + = −  

ここに、線材の接線ベクトルと全体座標の x方向

の為す角を （反時計回り正）とする。流体節点の

移動に伴い、ひとつの流体移動節点と接触する直線

材要素が隣接する要素に移動することを考慮する。

各流体要素は、各相互作用面で直線材と 点で接

触する。各流体移動節点位置における容器の変位は、

この流体節点を材上に持つ直線材要素の端部  節点

の一般化座標（節点変位ベクトル）を用いて定義さ

れる。流体要素は直線材と  点で接するので、流体

節点の移動を定めるためには、少なくても  点、最

大  点の節点変位ベクトルが必要となる。系全体で

は相互作用面は左右両側面にあるので、各流体要素

の  節点の移動量を一義的に定めるために、最小で

 点、最大で  点の節点変位ベクトル（各節点の自

由度は  である）が必要となる。これらの節点変位

  x y νν =r

αθ

αη
eη
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ベクトル、および 移動境界上の節点の波高 ηα をパ

ラメータとして、直線材の変位ベクトルは次式のよ

うに定められる。

     

 

xj x e yj y e

xj yj

u s ,u s

u ,u ,

α α α α α α

α α α

η  η

 

   = =

=

C d C d

u 　
   

ed 直線材節点変位ベクトル、 xC 及び yC 直線材の

変位関数である。流体要素の変形後の節点座標は波

高 αη の関数となる。

式において、移動境界上の流体節点の方向余

弦を利用する。この節点が載る直線材要素の回転 sv

を用いて、方向余弦の変化を次式のように厳密に定

義する。

 
        s s sv v vα α     = + = +   



内部節点の移動は、式、および式を用い

て、次式のように表される。



  

xm xm m xm e ym ym m ym e

mj xm ym

u E C d u E C d

u u
η η

 

  = +  = +

=  u
  

      

上式において、 xmE および ymE は各点の初期座標

を用いて表される。これらの節点の移動量や変位を

式の座標系へ代入すると、変形後の流体内の任

意点の位置ベクトル   x y=r は、波高ベクトル eηηηη 、

および線材の節点変位ベクトル ed を用いて、次式の

ように表される。

                        

これらを次式のように表現する。

 e ed
x
y η

 
 
 

= = + +r r B η B d                    



   
 

   
x e xe

d
y e ye

N
N

α
η

α

    
 = =  =     

     

NE d NC ηx
r B B

NE d NC ηy
ここに、 

x  y 座標から流体要素  ξ ξ 座標系ヘの積分変換

を行う。次式のヤコビアン行列 J を定義する。

 

 





 

 

  
  

  e e
x x
y y

x y
x yξ ξ

ξ
ξ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
= = J dξ ξξ ξξ ξξ ξ ηηηη     

これを用いて、演算子∇ は次式のように表される。





 


  e e
x
y

ξ
ξ

∇ − ∂ ∂∂ ∂      
   ∂ ∂∂ ∂      

= = J dηηηη          

形状関数を用いて、速度ポテンシャルϕ を表す。
ϕϕϕϕ= eNϕ                 

これを式に代入して、次式を得る。

 

 





 , ,
e e

, ,

/
/

y y
| | | |x x

ξ ξ

ξ ξ

ϕ ξ
ϕ ξ

∇ϕ
            

∂ ∂
∂ ∂

−
= =

−
AJ J ϕϕϕϕ    

ここに、  

 

 ,, ,
e

,, ,

Ny y
N| | x x

ξξ ξ

ξξ ξ

 −   =    
−     

A
J

 。 

ヤコビアン行列式       e e=J J η d は、波高ベクトル

eηηηη 、および弾性体の節点変位ベクトル ed の関数であ

る。また、流体節点の移動を反映した流体要素座標

の速度が移動速度となる。故に、 要素におけ

る参照座標の移動速度 vは、式を用いて次式の

ように表される。

                           

これら未知量の表現式を 式へ代入し、積分を

流体要素座標に変換すると、離散化された汎関数の

表現を得る。
  

  


 

 



     

    


       


L

tALE t t
m e e e L e e et

m

t t
e e f

E E
m

I 

y y d d
J

A ds dt

ρ

ξ ξ

Π

− −
=

= −

+ + ⋅ + −

− + − ⋅ −

∑∫ ∫ ∫

∑∑∫

, d N J A r

N N a r J J

u v u a u
ℓ

ɺ ɺ

ɺ ɺ
αααα

ϕ η , ϕ ϕϕ η , ϕ ϕϕ η , ϕ ϕϕ η , ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

ρρρρ

g    

ここに、   
  

   
  s s ss
EA EIu v vΠ = + +u は弾性体のひず

みエネルギ、基盤の加速度 = ɺa v を用いた。

 式において汎関数は流体速度ポテンシャル

eϕϕϕϕ 、波高ベクトル eηηηη 、および弾性体の節点変位ベク

トル ed を変関数とする。これを考慮して、汎関数の

変関数  e e edϕ ηϕ ηϕ ηϕ η に関する第一変分を評価すれば、離散

化された場の方程式を得ることが出来る。
また、行列式 J はスカラー量である。式の

e eAϕϕϕϕ は列ベクトルであり、変関数  e e eϕ ηϕ ηϕ ηϕ η d に関する増

分表現を次のように行列表示することができる。

 
  

    

e e e

e e e e e d e

e e e d e d e

r d

η

η

η η η

η

   

    

     

= + +

= + +

= +   = +

= +

J D η D η D d
A A S η S η S d
B η B η T d B d B d B η
B B T　

α αα αα αα α

α αα αα αα α

α αα αα αα α

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ
 

これらを利用すれば、 式の 項から 項に対

する変分式を表現することができる。簡単のために、

要素の総和記号は省略する。弾性容器の非線形項は

項に含まれている。

  t= ∂ ∂ = ɺv r r

   e x e x e e y e y ex y= + +  = + +N x E η C d N y E η C d

－ 11 －



 

  

 

 
 

   

   

   

    

   



t t
L L e e eA

t t t t t
e e e eL

t t t t t
e e e e e eLd

t t t t
e

t
d

dxdy  d d

d d

η η α α α

η η

η η η η η α η α α

η

ρ δ ϕ ∇ϕ ρ δ ξ ξ

δ ρ

ξ ξ δ ρ

− −

− −

− −

− ⋅ = −

= − + + +

+ + + +

+ − + −

+ −

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

r N J A r

N D A B N D A B

N D A B d D N B A

B S S B B S S B

B S S

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ ɺ

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

ϕ η ηϕ η ηϕ η ηϕ η η

η ϕη ϕη ϕη ϕ

η ηη ηη ηη η

( ) 
 

 

 
 

 

  

   

     

  

t
r e

t t t t t
e e eL

t t t t
r ed

t t t t t
e e r e e rL d

d d

d d

η

α α α α η α η

α α α α α α α

η

ξ ξ                                              

δ ρ ϕ

ξ ξ

δ ρ

− −

− −

+ + + −

+ − + −

+ + + −

∫ ∫

∫ ∫

B d

D N B A B S S B

B S S B B S S B d

d D N B A B S S B

ɺ

ɺ ɺ
ɺɺ

ɺ

η ηη ηη ηη η

ηηηη

ϕϕϕϕ

 



    

e

t t t t
r r r ed d d d d

η

α α α ξ ξ+ − + −B S S B B S S B d

ɺ
ɺɺ　　

ηηηη

ηηηη

 

  

  
  

  
  

 

 

 
  


     

     

  


A

t t
L e L e e e

t t t t t
e L e e e e e e

t t t t t
L e e e e e e

t t t t
e L d e e e e

dxdy d d

d d

d d

η η

α α α

ϕ ϕρ δ δ ρ ξ ξ

δ ρ ξ ξ

δ ρ ξ ξ

δ ρ

− −

− −

− −

− −

⋅ =

  + −

 + −

 + −

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

A A J

S A J D A A J

S A J D A A J

d S A J D A

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

η ϕ ϕ ϕη ϕ ϕ ϕη ϕ ϕ ϕη ϕ ϕ ϕ

η ϕ ϕ ϕη ϕ ϕ ϕη ϕ ϕ ϕη ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ 
   t

e e e d dξ ξA Jϕϕϕϕ

                 



( )

 
  

 
   

 
   

 
   

   

 

  

 

t t
L L fA

t t t
e η e eL d

t t t
e eL d

t t t
e e e eL d d

dxdy y y d d

d d

d d

d d

η η

η

η

ρ δ δ ρ ξ ξ

δ ρ ξ ξ

δ ρ ξ ξ    

δ ρ ξ ξ

− −

− −

− −

− −

⋅ = ⋅ + −

= + + +  )]⋅

+ + + +  )]⋅

+ + + +  )]⋅

∫∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

a r a r J J

B J D r B B d a

B J D r B B d a

d B J D r B B d a

α α αα α αα α αα α α

η ηη ηη ηη η

η ηη ηη ηη η

ηηηη

g

  第  項は良く知られた離散化された両側の弾性

容器の運動方程式となる。



 
     

   

t t
E Et

t
e e e e ed d

A / 2 ds dt−δ ρ Π

δ

⋅{ − ⋅ −

= + +
∫ ∫ u u u a u

d M d K d f a d

ℓ
ɺ ɺ

ɺɺ　　
    

ここに、 dM 容器質量行列 dK 容器剛性行列 ef 

容器の外力項である。剛性行列、および外力項は一

般化座標を含む。

これらは、有限要素法を用いて 式の変形前の座

標系に基づき、変形後の波高や容器の弾性変位を計

測し、変形後の流体領域における汎関数を評価し、

これを離散化した諸式に対応する。すなわち、

式は利用した流体要素、および線材要素の下で、

式式を近似的に離散化した場の方程式を与える。

得られたこの系の場の方程式は一般に次式のように

表現される。
   

   

   

         
        − + + =        
        − − +         

e e
t t

e e
t t t t

d e d e d e d

0 R R K K K f
R R R K K K f 0
R R R d K K K d M d f

ɺ
ɺ
ɺ ɺɺ

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

η η ηη η ηη η ηη η η

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ
η ηη ηη ηη η  

ここに、       、ベクトル fϕϕϕϕ 及び fηηηη は外

力項であり、非線形項を含む。行列 dM をコレスキ

ー分解し、次式の置換を行う。

=   =t
d eM W W d Wdɺ                 

 ここに、行列W は上三角行列である。式を用

いて、式の行列 dM を変換し、一般に次式を得

る。

   

   

   

 

−

− −

−

        
        
        + + =                             

t t

t t t t t
d d

e e

e e

e e d

0 R R 0 K K K 0

R R R 0 K K K 0

R R R W K K K 0

0 0 W 0 0 0 0 I

f
f

0
d d f
d d 0

ɺ
ɺ
ɺ
ɺ

ϕϕϕϕ

η ηη ηη ηη η

ϕϕϕϕ

ηηηη

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ
η ηη ηη ηη η   

ここに、線形項は行列を用い、非線形項は外力項

に含めて表現した。式を次式のように略記する。
+ + =ɺRq Kq f 0                          

式において、行列 R は実の交代行列、行列 K

は実対称行列である。これらの行列は一般化座標ベ

クトル e eη ,η ,η ,η , d を含む行列である。この式の非線形項を

無視し、周期解   EXP i tω=q q を仮定すれば、次式

の固有値問題を得る。

 iω + =R K q 0               

この系は実数の固有振動値ω を持つ。しかしなが

ら、行列 iRは純虚数の行列であり、この式に基づき

実数の演算のみを利用して、固有振動数を数値解析

に用いることは困難であり、工夫が必要となる。



３. つりあい式の解法 

 離散化された場の方程式を解析する現実的な

手法を示す。 

 

3.1 固有振動数の解析方法 

初期形状での系の固有振動数を算定する方法とし

て、現時点では次に示すものが優れている。初期形

状において、すべての一般化座標がゼロのとき、非

線形項はゼロとなり、式の非ゼロの成分を示す

と次式のように表される。
 

 

 

         
        − + + =        
        −         

e e
t

e e
t t

e d e d e

0 R R K 0 0 0
R 0 0 0 K K 0 0
R 0 0 d 0 K K d M d

ɺ
ɺ
ɺ ɺɺ

ϕϕϕϕ

ηηηη

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ
η ηη ηη ηη η    

上式において  Kϕϕϕϕ = であり、次式が成立する。

{ }   =   = ⋯K 0ϕϕϕϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ              

ベクトル ϕϕϕϕ は流体場の一様な移動剛体変形を意

味する。このベクトルと未知ベクトル eϕϕϕϕ は直交する

次式の付帯条件式へ組み込む

 t
eλϕ ϕλϕ ϕλϕ ϕλϕ ϕ =i   λλλλ 乗数        = − = −d dR R R Rη ηη ηη ηη η
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式を式へ導入して、次式を得る

 







0 00
        
        
        + + =       −              −         

e e
t

t
e e

tt
e d e d e

K 0 0 00 0 R R
0 00 0 0

0
0 0 K K 0R 0 0 0

d 0 0 K K d M dR 0 0 0

ɺ
ɺ

ɺ
ɺ ɺɺ

ϕϕϕϕ

αααα

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ
λ ϕ λλ ϕ λλ ϕ λλ ϕ λ
η ηη ηη ηη η

 

式から、ベクトル   を求める。 


  

 

−         
      
         

= −
ɺ
ɺ
ee

t
e

K R R
0 0 d

ϕϕϕϕ ηηηηϕϕϕϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕλλλλ

               

この両辺を時刻で微分し、式へ代入して、次式

を得る。なお、式と同等の表現を得る方法は幾

つか存在する。

   
      
   
     

+ =
ɺɺ
ɺɺ
e e

ee
M K 0dd

ηηηη ηηηη

                  


ここに、 


 

 
 =
 
 

t
d

K
K K
K K

ηηηη
、


  

 

−−      
  = −        −      

t
d

0 0 KR 0 R R
M

0 M R 0 0 0
ϕϕϕϕ ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ


式から、次式の実対称行列の一般固有値問題

へ誘導することができる。

      

 この固有値問題を解き、得られた固有振動数 ω  

に小さい方から番号を付け、対応する固有ベクトル 

 を次式のように正規化する。 

 

 

3.2 減衰項 

  弾性容器の減衰はレーリー減衰を仮定して、振動

数 ωc に対して最小臨界減衰比 ch となる減衰項を

式の第 行に次式の項を追加する。
    d c dh ω ω= +c cR M K                    

流体の復元力に比例する減衰を仮定し、振動数 ηω

に対する臨界減衰比 hη を用いて、式の第  行に

次式の項を追加する。
   hη η η ηω=R K                          

減衰に関しては、応答解析の項で追記する。 

 

 3.3 時間積分 

時間積分に用いる解法の選択は重要な判断事項の

ひとつである。この問題に適用し易く、安定性があ

るとして流体の解析に広く利用されている ･

クランク･ニコルソン法 を採用する。n

ステップの諸量が既知として、この方法を式へ

適用すると、nステップのつりあい式は次式のよ

うに表現される。


      n n

n n n n n n n nt
+

+ + + +
−

+ + + + + =
q qR R K q K q f f 0    

この式は、ステップ中央における諸量平均値を

用いてステップ間の速度を定めることを表す。流体

と弾性容器の大変形動的連成問題であり、非線形性

が高いと予測される。各ステップにおいて、ニュー

トン･ラプソン法を用いた収束演算を行う。nス
テップの γ 回目の近似値を n+

γq 、次回の増分を n+q と

すると、増分式は形式的に次式のように表される。

    
  


   

  

   

n n n n n n n
n n nt t t

n n
n n n n n n n n

t t

t

γ
γ

γ
γ


 



+ + + + +
+ + +

+
+ + + +

+ ∂ − ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂

−
= − + + + + +

R R R q q K fK q q
q q q
q qR R K q K q f f

  

式を用いて、応答を得る。

 
       n n n n n n tν ν ν + +

+ + + + += +    = −ɺq q q q q q  

  収束演算を数回行いnステップの解とする。 

 

4 数値解析 

 

4.1.1 数値解析モデル 

 二次元の流体領域は幅 、高さ  の矩形を

有し、容器の底、および側壁の容器に納められる。

左右の側壁は同一板厚の鋼板（高さ ヤング率

E = ）からなる。鋼、および流体の質量

密度は  Eρ = 、および Lρ = と

する。有限要素法のモデルは高さ方向に  要素、水

平方向に 要素、容器は 次元直線材 要素にモ

デル化される。直線材は底部で固定されてい

る。このモデルに、正弦波の外力、地動加速度（振

幅 ax）を作用させる。応答解析の時間間隔 t は

 を基本とし、異なる間隔を用いるときはそ

の都度明示する。また、系に減衰項を導入し、数値

解 析 の 安 定 性 を 確 保 す る 。 臨 界 減 衰 比

ch hη= = を採用する。レーリー減衰が最小に

なる振動数はωc 、 ηω とした。

4.1.2 応答データの整理 

 応答解析の時刻歴の応答ベクトル を用いて、挙

動を表現する。この応答を有限フーリエ変換して得

られる応答のフーリエスペクトル、すなわち振動数

  e λϕϕϕϕ

kφ

nq

ω=K Mφ φφ φφ φφ φ

 k k k k kω=   = 1 K M iφ φ φ φφ φ φ φφ φ φ φφ φ φ φ
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成分も利用する。さらに、この応答を固有振動数に

対応する各固有振動モードを用いて、次式のように

振動モードに分解して、図表化する。

 

上式の一般化座標            は応答における、

固有振動モード  の成分の大きさを表す。

解析モデルは左右対称の形状を持つので、固有振

動モードを容器の中央 等分線を対称軸とする逆対

称モード、あるいは対称モードに区別してそれぞれ

添え字 、あるいは  を付して表す。すなわち、逆

対称振動モード、および対称振動モードの最小の固

有振動数をそれぞれ  、および  と表す。これ

らに対応する固有振動モードをそれぞれ  あるい

は  と表し、モード、あるいは モードと記

述する。固有振動数の大きさに応じて  s sω ω≤ ≤⋯、

および  s sω ω≤ ≤⋯を満たすように番号を付す。



4.2 固有振動数 

容器の板厚を 種類（、、）採

用して得られた固有振動数、および剛な容器の固有

振動数を に示す。水が入らない容器のみの最

小固有振動数（左右の容器がそれぞれ同一の値を持

つ）を同表に示す。逆対称振動モード、および対称

振動モードのそれぞれ小さい方から 番、および 

番までの固有振動数に記号を付した。板厚 の

モデルと、剛の容器の固有振動数の相違は最大で 

h=5mm
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程度であり、ほぼ同一である。 

板厚 、および のモデルにおいて、容

器変位が主要となる振動モードは固有振動数 aω 、

および sω に対応する。流体の質量効果を受けて、

それらは容器のみの値より約 、および 小さい。

一方、板厚  の時、流体と容器の連成が表に示

した固有振動数全体へ広く影響している。表 の板

厚  のモデルの正規化された逆対称、および対

称振動モードの代表的な位置における波高、および

変位の値を表  に示す。表中の記号 、あるいは

は、それぞれは固有振動数 aω 、および sω の添字

に対応する。自由表面の右端、中央、および左端に

対応する波高が 、、および であり、

自由表面位置での容器の右側、および左側の水平変

位は 、および と表示した。

Table1 Natural Frequencies(8x16M)

記号 5mm 10mm 30mm Rigid

ωa 1 5.40 5.74 5.78 5.78

ω s 1 7.05 7.18 7.19 7.20

ω s2 7.96 8.32 8.35 8.36

ωa2 9.92 10.30 10.34 10.35

ω s3 11.66 12.09 12.13 12.14

ωa3 13.28 13.79 13.83 13.85

ω s4 14.86 15.48 15.53 15.55

ωa4 16.39 17.20 17.25 17.28

ω s5 17.97 18.99 19.05 19.07

ωa5 19.42 20.85 20.93 20.95

ω s6 21.07 22.79 22.88 22.92

ωa6 22.55 24.78 24.90 24.93

ω s7 24.39 26.75 26.89 26.93

ωa7 26.08 28.57 28.75 28.79

ω s8 28.04 30.10 30.31 30.35

ωa8 29.69 31.14 31.35 31.39

ω s9 31.14 31.63 31.72 31.77

ωa9 33.19 49.70 154.3 -

ωs10 33.52 50.92 155.8 -

only Container

ωoc1 26.48 52.96 158.9 - 



 

 

 

 

 

aω sω

aφφφφ

sφφφφ

 n m mζ ζ= + +⋯q φ φφ φφ φφ φ

kφφφφ

   
k
k mζ = ⋯


             
             
             
             
             
             
             
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流体と弾性容器の連成を考慮して得られる容器の

変位と応力を検討する。

板厚 と板厚 の容器の自由表面位置（レ

ベル）における水平変位応答、および容器底部の固
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 5mm
 30mm

定端部における差分曲げモーメント応答のフーリ

エ･スペクトルをそれぞれ 、および  に示

す。板厚 の水平変位スペクトルを図中に拡大

して表示した。板厚  の容器の水平変位スペク

トルは基本振動数近傍で 、 倍高調波振動近

傍で を示す。板厚 の容器のこの振動数

の変位スペクトルは を示す。

差分曲げモーメント応答スペクトルは基本振動数

成分に対応する が卓越するものの、若干

の 倍高調波振動数成分が観察される。の容器

のそれは基本振動数成分  の他、 倍、

倍、倍、倍、および 倍の高調波振動成分が観察

される。この基本振動数のスペクトルは板厚 

の容器それより 程度小さい値である。



4.4 容器の応答 

 流体の入った容器に強烈な非線形振動応答が分岐

する現象が報告されている 。これらに対応する応

答の発生を検討する。 

 

 振幅が小さな応答 

 波高や容器の変位が小さいとき、周期外力の下で

系の応答は主に線形振動応答となる。外力振動数

ω = 、水平振動加速度 
 a とした時刻

歴応答を振動モードに分解する。得られた逆対称振

動モードの時刻 、および  に

おける応答を 、および に示す。記号

は  節で示した  番目の逆対称振動モードに

対応する一般化座標 akζ の応答であることを表す。

過渡応答が減衰して、基本振動成分の周期応答に収

束する減衰系の線形振動の応答が観察される。これ

らモードに分解された応答のフーリエ･ス

ペクトル（時刻 近傍の時刻間隔 

の応答データ  個を用いた）を に示す。

応答は基本振動数のスペクトルのみの周期応答を示

す。 モードのこのスペクトルは  である。

対称振動モードのスペクトルを に示す。これ

らは定数項のみであり振動応答の成分を含まない。

自由表面レベルにおける容器の水平方向変位のフ

ーリエ･スペクトルを  に示す。ここに、記号

、はそれぞれ右側、左側の容器に対応
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 概周期振動応答

外 力 振 動 数 ω = 、 水 平 振 動 加 速 度


 a としたモデルにおいて、本質的に概周期の

振動応答となるうなり振動を伴う分数調波振動応答

が生起する。逆対称振動モード 、および の時

刻歴応答 を に示す。また、同モー

ド  と対称振動モード  の時刻歴応答を 

に示す。これらの応答は、初期の過渡応答が時刻歴

以後、時刻 近傍まで、安定した振幅増

加の応答を示し、その後 近傍まで不安定な応
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

  逆対称振動モード  の応答は振動数

、振動数 、、および

 等のスペクトルを有する。振動数

は最大のスペクトルであり、基本振動

数 のスペクトルの約 倍の大きさで

ある。振動モード のスペクトルが他の振動モ

ードのそれと比較して、大きな値を有する。

 対称振動モードの応答は基本振動成分を含ま

ないものの、振動数 、、

、および  等のスペクトルを有す

る。振動数 が主スペクトルである。振

動モード 、および  がほぼ同じ大きさの主

スペクトルを持つ。

 逆対称振動モードと対称振動モードの卓越振

動数のスペクトルの差 ）がう

な り  振 動 の 振 動 数 と な り 、 周 期 約

πのうなり振動（、および

）を生み出す。このうなりの振動数は逆対

称振動モード  の主要スペクトルと一致する。



 流体自由表面レベルにおける容器の水平変位の時

刻歴応答 を に示す。図示の範囲の

最大変位は約 である。この応答のフーリエ･

スペクトルを  に示す。基本振動数 

のスペクトルより、分数調波振動に対応する振動数

、および  のスペクトルの方が大

きな値を示す。定数のスペクトルは基本振動数のそ

れの 程度の値となる。

 容器底部における差分曲げモーメント応答の時刻

 近傍の応答、およびフーリエ･スペクトルをそ
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れぞれ 、および  に示す。図示範囲の差

分モーメント最大値は である。このスペ

クトルは分数調波振動の他、いくつかの高調波振動

のスペクトルを有する。基本的なスペクトルは基本

振動数 、分数調波振動 、および

、それに である。



次に、時刻 近傍の応答を分析する。

 逆対称振動モード 、および対称振動モー

ド の時刻歴応答をそれぞれ 、および

 に示す。複雑なうなり振動応答を生起してい

る。時刻 の応答データ 個を用いて、

フーリエ･スペクトルを算定した。逆対称振動モード、

および対称振動モードのフーリエ･スペクトルをそ

れぞれ 、および に示す。

 時刻近傍の応答から得たフーリエ･スペクト

ル（、および ）と比較すると、新たに振

動数  を持つスペクトルが分岐し、成長

した値を示す。このスペクトルは、外力振動数の 

倍の振動数を持つ  分数調波振動である。この分

数調波振動は逆対称振動モード 、および対称振動

モード において、大きなスペクトルを持つ。
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

また、この振動数は 、および で大き

な分数調波振動のスペクトルを示した  と

の平均値の振動数でもある。

流体自由表面のレベルにおける容器の水平変位の

時刻歴 近傍の応答を に示す。図示した

範囲の最大変位は  である。この応答のフー

リエ･スペクトルを  に示す。基本振動数のス

ペクトルより、分数調波振動のスペクトルの方が大

きな値を示す。基本振動数 のスペクトルよ

り、分数調波振動に対応するスペクトルの方が大き

な値を示す傾向は変化しない。

 時刻近傍の容器底部における差分曲げモー

メント応答、およびフーリエ･スペクトルをそれぞれ

、および  に示す。差分曲げモーメント

の極大値は  である。このフーリエ･スペ

クトルは分数調波振動の他、いくつかの高調波振動

のスペクトルを有する。基本的なスペクトルは基本

振動数 、分数調波振動 、お

よび 、それに である。

 これら容器の水平変位、および容器底部の差分モ

ーメントは、時刻  近傍の最大応答と比較する

と、それぞれ 倍、および 倍の値である。
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新しい分数調波振動の分岐に伴い系の応答は振幅を

増し、系の応答の不安定性は増大している。系の応

答は時刻 でも定常状態に至っていない。



4.5 分数調波振動の生起領域と応答の振動数 

分数調波振動応答は初期の過渡応答には含まれて

いない。この過渡応答に分数調波振動が分岐して生

ずる応答は代表的な非線形振動応答である。この振

動の発生に関与するパラメータは外力の振動数、強

さ、および系の減衰である。外力振動数と大きさを

変更し、分数調波振動が分岐する過渡応答の不安定

領域、および振動応答を検討する。



 初期応答の不安定領域

容器の応答が大きくなる比較的外力振動数が高い

振動数領域において、時刻 までの応答を解析

し、分数調波振動が発生する不安定領域を定め、

 に示す。横軸は外力振動数、縦軸は分数調波

振動が発生する最小の外力加速度振幅を表す。この

ラインより外力が大きな領域は過渡応答とは異なる

振動成分の応答が生ずる不安定領域となり、分数調

波振動応答が発生し、外力が小さな領域では分数調

波振動の応答は観測されなかった。

次に、外力振動数をパラメータ とし、

分数調波振動成分応答が分岐し、応答が比較的小さ

な外力振幅（分数調波振動応答が生起した最小外力

振幅に を加えた）の下で得られた分数調

波振動における逆対称振動モード、および対称振動

モードの振動数を に示す。各振動モードにお

いて、最大の振幅を示した振動モード（この不安定

領域の主要逆対称振動モード、および主要対称振動

モードと記述する）も  に記号を付して示す。

横軸は外力振動数、縦軸は各振動モードの分数調

波振動応答の振動数である。



 分数調波振動応答

 外力振動数  のモデルは  の横軸 

であり、外力加速度が 近傍において分数調波

振動が生起する。項では、外力加速度が 

における応答を検討した。このモデルにおいて、発

生した分数調波振動応答は、逆対称振動モードと対

称振動モードが共に 分数調波振動成分を有して
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いた。外力振動数の領域 、および領域

において、応答に 分数調波振動成分

が直接分岐する。

 一方、外力振動数 のモデルの分数調波振

動応答において、逆対称振動モードは振動数 

、および対称振動モードは振動数  

の周期性を有していた。外力振動数  に

おいて、逆対称振動モード、および対称振動モード

に依存して異なる振動数を有する分数調波振動応答

が発生する。

この不安定領域が生起する外力振動数領域 

と不安定領域の図 から、この不安定領域が生

起する領域において、小さな外力振幅のもとで不安

定領域が発生する。

この振動数領域における主要な逆対称振動モード

は  である。また、主要対称振動モードは外力振

動数 、および においてそれ

ぞれ、およびである。各外力振動数において、

逆対称振動モード、および対称振動モードの分数調

波振動応答の振動数の和は、外力振動数と一致する。

この応答は非線形振動の不安定領域を造る和型の結

合共振（）のひとつの

例であろう。

 この領域の分数調波振動の主要なスペクトルは

 分数調波振動成分と比較すると振動数が約

 増減した振動数を有する。この振動数の

差異約  の振動数の差異があるので、応答

は概周期約 のうなり（）振動となる。

 この不安定領域の応答が大きな振幅に成長し、

分数調波振動が分岐する応答が生起した。この時、

振動数の差異は  になるので、概周期約

 の応答となる。すなわち、 分数調波振動

成分が分岐した後の応答（）はこの振動成

分が分岐する前の応答（）と比較して、う

なり周期は 倍の長さとなる。

これらの図から、周期 と周期 の二

つのうなり周期が混在した応答を示している。



結語

 ポテンシャル流体と弾性容器の大変形場におけ

る動的連成問題の汎関数を利用して、二次元の問

題を定式化する手法を示した。

 正弦波の水平地動を受ける剛な容器、および弾

性容器に入った流体の応答を解析した。これらの

系におけるスロッシング振動の一次共振領域にお

ける波高の応答、および弾性容器の応力のフーリ

エ･スペクトルを示した。

 この系の応答を容器の  等分線に関する逆対称

振動モード、および対称振動モードに分解すると、

逆対称振動モードの応答は基本振動数のスペクト

ルの他、奇数次の高調波振動のスペクトルを持つ。

一方、対称振動モードの応答は偶数次の高調波振

動、およびドリフトのスペクトルを有する。 

 ある外力振動数領域、および外力振幅のもとで、

分数調波振動が分岐し、大きな応答に成長するこ

とを示した。この代表的な非線形振動応答に二つ

のタイプがあることを明らかにした。

 ひとつのタイプは外力振動数の  分数調波振

動成分が主成分となる非線形振動応答 である。

この応答では対称振動モード、および逆対称振動

モードとも  分数調波振動成分が卓越スペクト

ルとなり、分数調波振動（は奇数）成分等の

スペクトルも随伴する。

 他方のタイプは逆対称振動モードの分数調波振

動成分の卓越振動数 aω と、対称振動成分の卓越振

動数 sω が相違し、これらの和 a sω ω+ が外力振動

数、すなわち基本振動数となる。この時、これら

の振動数の差 a sω ω− は、逆対称振動モードの最小

固有振動数 aω に近接した値となる。

また、このタイプの分数調波振動応答に、 項

に示した  分数調波振動応答が分岐して、二つ

のタイプの分数調波振動が重複する応答が生起す

ることを示した。

著者が知る限り、液体の入ったタンクにおいて

このような非線形応答が生起する報告はない。

 ここに定式化を示した解法は、ポテンシャル流

体と弾性容器の動的連成問題に生起する非線形振

動応答を数値解析として算定することを可能とす

る。分数調波振動応答が分岐する不安定な振動現

象を示す解析モデルへ適用できる数値解析法であ

ることを実証した。
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